
𝒙𝟑 + 𝒚𝟑 = 𝟑𝒛𝟑

𝒙𝟑 + 𝟒𝒚𝟑 = 𝟏

การวิจัยในครั้งนี้เราได้ศึกษาเกี่ยวกับการมีจริงของผลเฉลยของสมกา ร 
𝑥3 + 𝑦3 = 3𝑧3และ 𝑥3 + 4𝑦3 = 1 ในจ านวนเต็มแบบเกาส์ ℤ 𝑖 โดยแบ่งการ
มีผลเฉลยของสมการข้างต้นออกเป็น 2 กรณีคือ กรณีผลเฉลยแบบชัด และกรณีผลเฉลย
แบบไม่ช ัด จากการศึกษาพบว่าผลเฉลยของสมการ 𝑥3 + 𝑦3 = 3𝑧3 มีเพียง          
ผลเฉลยแบบชัดเท่านั้นคือ 𝛿, −𝛿, 0 เมื่อ 𝛿 ∈ ℤ 𝑖 ด้วยการพิสูจน์ว่าถ้าสมการ
ดังกล่าวมีผลเฉลยแบบไม่ชัดแล้วจะส่งผลให้เส้นโค้งอิลลิปติก 𝑦2= 𝑥3 + 3888

มีจุดตรรกยะและจากการศึกษาพบว่าเส้นโค้งนี้ไม่มีจุดตรรกยะใน ℚ2 และกรณีผลเฉลย
ของสมการ 𝑥3 + 4𝑦3 = 1 พบว่ามีผลเฉลยแบบชัดเพียงผลเฉลยเดียวคือ 1,0  

บทคัดย่อ

ผู้วิจัย: นายธนพล  จันทาพุฒ รหัส 620532006
อาจารย์ที่ปรึกษา : รศ.ดร.ณัฐกร  สุคันธมาลา
สาขาวิชาการสอนคณิตศาสตร์ ภาควิชาคณิตศาสตร์
คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลยัเชยีงใหม่

เอกสารอ้างอิง ศึกษางานวิจัยเพ่ิมเติมได้ท่ี

1. เพื่อศึกษาการมีจริงของผลเฉลยของสมการ                
𝑥3 + 𝑦3 = 3𝑧3 และ 𝑥3 + 4𝑦3 = 1 ในจ านวนเต็ม
แบบเกาส์

2. เพื่อศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างการมีผลเฉลยแบบไม่ชัดของ
สมการ 𝑥3 + 𝑦3 = 3𝑧3 ในจ านวนเต็มแบบเกาส์ที่สง่ผลต่อ
การมีจุดตรรกยะใน ℚ2 บนเส้นโคง้อิลลปิติก

𝑦2 = 𝑥3 + 3888

วัตถุประสงค์ของการวิจัย

ที่มาและความส าคัญ
การศ ึกษาการมีจร ิงของผลเฉลยของสมการ 𝑥3 + 𝑦3 = 3𝑧3 และ 

𝑥3+4𝑦3 = 1 เราจะมุ่งเน้นศึกษาเฉพาะผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็ม การศึกษาผลเฉลยของ
สมการดังกล่าวเราได้มีการขยายขอบเขตของผลเฉลยโดยใช้จ านวนที่เรียกว่า จ านวนเต็มแบบ
เกาส์ ถ้า ℤ เป็นเซตของจ านวนเต็ม แล้วจ านวนเต็มแบบเกาส์คือจ านวนที่อยู่ในรูป  𝑎 + 𝑏𝑖

เมื ่อ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ และ 𝑖2 = −1 ต่อไปจะใช้ส ัญลักษณ์ ℤ 𝑖 = 𝑎 + 𝑏𝑖ȁ𝑎, 𝑏 ∈ ℤ

แทนเซตของจ านวนเต็มแบบเกาส์ จากนิยามของจ านวนเต็มแบบเกาส์จะได้ว่าจ านวนเต็ม
ทั้งหมดเป็นจ านวนเต็มแบบเกาส์ด้วย จากการศึกษาพบว่าจ านวนเต็มแบบเกาส์มีสมบัติปิด
ภายใต้การด าเนินการบวกและการคูณ และเรายังพบว่าจ านวนเต็มแบบเกาส์มีสมบัติเป็นริง
ภายใต้การบวกและการคูณซึ่งสมบัติต่าง ๆ ของจ านวนเต็มแบบเกาส์สามารถเช่ือมโยงกับสมบัติ
ของจ านวนเต็มได้เป็นอย่างดี และการศึกษาในคร้ังนี้เรายังพบเงื่อนไขบางประการที่มีผลต่อการ
มีผลเฉลยของสมการข้างต้นในจ านวนเต็มแบบเกาส์อีกด้วย  ในปี ค.ศ. 2008 บทความของ 
Lamkis [3] ได้พิสูจน์ว่าผลเฉลยของสมการ 𝑥3 + 𝑦3 = 𝑧3 มีเพียงผลเฉลยแบบชัดเท่านั้น
ในจ านวนเต็มแบบเกาส์ ด้วยการแสดงให้เห็นว่าถ้าสมการ 𝑥3 + 𝑦3 = 𝑧3 มีผลเฉลยแบบไม่
ชัดจะส่งผลให้เส้นโค้งอิลลิปติก 𝑦2 = 𝑥3 + 432 มีจุดตรรกยะ นั่นคือมีจุด 𝑥, 𝑦 ที่
สอดคล้องกับสมการ 𝑦2 = 𝑥3 + 432 โดยที่ 𝑥, 𝑦 ∈ ℚ และบทความดังกล่าวได้ศึกษา
ต่อพบว่าเส้นโค้ง 𝑦2 = 𝑥3 + 432 นี้ไม่มีจุดตรรกยะใน ℚ2 ท าให้  𝑥3 + 𝑦3 = 𝑧3

มีเพียงผลเฉลยแบบชัด
ดังนั้นการวิจัยในคร้ังนี้เราจะศึกษาการมีจริงของผลเฉลยของสมการที่กล่าวมาคือ

สมการ 𝑥3 + 𝑦3 = 3𝑧3และ 𝑥3 + 4𝑦3 = 1 โดยแบ่งการมีผลเฉลยของสมการดังกล่าว
เป็นสองกรณีได้แก่ กรณีผลเฉลยแบบชัด และกรณีผลเฉลยแบบไม่ชัด และในกรณีผลเฉลยแบบ
ไม่ชัดเราจะศึกษาต่อว่าจะส่งผลอย่างไรกับการมีจุดตรรกยะใน ℚ2 บนเส้นโค้งอิลลิปติก 

บทนิยาม  ให ้ℤ แทนเซตของจ านวนเต็มจะเรียก  𝑎 + 𝑏𝑖

ว่า จ ำนวนเตม็แบบเกำส์ (Gaussian integers) 
ถ้า 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ และ 𝑖2 = −1 และให้  ℤ 𝑖 =

𝑎 + 𝑏𝑖ȁ𝑎, 𝑏 ∈ ℤ แทนเซตของจ านวนเต็มแบบเกาส์

บทนิยาม ให้ 𝑥, 𝑦, 𝑧  และ 𝑥, 𝑦  เป็นผลเฉลยของสมการ  
𝑥3 + 𝑦3 = 3𝑧3 และ  𝑥3 + 4𝑦3 = 1 ตามล าดับเราจะ
เรียกผลเฉลยดังกล่าวว่าผลเฉลยแบบชดัเมื่อ 𝑥𝑦𝑧 = 0 และ  
𝑥𝑦 = 0 ตามล าดับ และเรียกว่าผลเฉลยแบบไม่ชัดเมื่อ 
𝑥𝑦𝑧 ≠ 0 และ 𝑥𝑦 ≠ 0 ตามล าดับ

เส้นโค้งอลิลิปติก 𝐸: 𝑦2 = 𝑥3 + 3888

จาการศึกษาใน [3] , [4] , [6] และ [7] เราพบว่า
เส้นโค้งอิลลิปติก 𝐸: 𝑦2 = 𝑥3 + 3888 มีโครงสร้างของกรุป
ของจุดตรรกยะเป็น  𝐸 ℚ ≅ 𝐸 ℚ 𝑡𝑜𝑟𝑠 × ℤ𝑟 ซึ่งมี
ค่าแรงค์ (rank)  หรือ  𝑟 = 0 และอันดับ (order) ของกรปุ
ย่อยทอร์ชัน (torsion subgroup) หรือ 𝐸 ℚ 𝑡𝑜𝑟𝑠 เท่ากับ 1 
ส่งผลให้เสน้โคง้อิลลปิติกมีจุดที่อนันต์ (point at infinity) หรือจุด 
∞ เพียงจุดเดียวนั่นคือ 𝐸 ℚ = ∞ ดังนั้นเส้นโค้งอิลลิปติก
นีไ้ม่มีจุดตรรกยะใน ℚ2

ผลการศึกษา
❖ กรณีผลเฉลยของ 𝑥3 + 𝑦3 = 3𝑧3

ทฤษฎีบท ถ้า 𝛼, 𝛽, 𝛾 เป็นผลเฉลยของสมการ 
𝑥3 + 𝑦3 = 3𝑧3 ใน  ℤ 𝑖 แล้ว 𝛼𝛽𝛾 = 0

บทแทรก ให้ 𝑚 ∈ ℤ โดยที่ 𝑚 > 1 และ 𝛼, 𝛽, 𝛾  
เป็นผลเฉลยของสมการ 𝑥3 + 𝑦3 = 3𝑚𝑧3 ใน  ℤ 𝑖

ถ้า ȁ3 𝑚 − 1 แล้ว 𝛼𝛽𝛾 = 0

❖ กรณีผลเฉลยของ 𝑥3 + 4𝑦3 = 1

ทฤษฎีบท ถ้า 𝛼, 𝛽 เป็นผลเฉลยของสมการ  
𝑥3 + 4𝑦3 = 1 ใน  ℤ 𝑖 แล้ว 𝛼, 𝛽 = (1,0)

บทแทรก ให้ 𝑚 ∈ ℤ โดยที่ 𝑚 > 1 และ 𝛼, 𝛽    
เป็นผลเฉลยของสมการ 𝑥3 + 4𝑚𝑦3 = 1 ใน  ℤ 𝑖

ถ้า ȁ3 𝑚 − 1 แล้ว 𝛼, 𝛽 = (1,0)
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